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   کریولیس نیروي گرفتن نظر در با چرخان هايتیرپیچشی -عرضی غیرخطی آزاد ارتعاشات
  *هادي آروین بروجنی

 دانشگاه شهرکرد، شهرکرد، ایران دانشکده فنی و مهندسی، استادیار،
  
  

   چکیده
 بوده هندسی دقیق فرمولاسیون مبناي بر شده ارائه معادلات. شود می پرداخته چرخان هايتیر پیچشی- عرضی غیرخطی آزاد ارتعاشات بررسی به مقاله این در

 متقارن مستطیلی هايتیر براي پیچشی و عرضی معادله دو برشی، تغییرشکل اثر از صرفنظر با. اند که بر اساس تئوري کوزرات براي میله ها استخراج گردیده
ضریب  رابطه چندگانه هاي مقیاس مستقیم روش اعمال با. باشند هاي مرزي غیرهمگن نیز می این معادلات با یکدیگر کوپل بوده و داراي شرط. آید دست می به

نتایج حاضر تایید  با مقایسه نتایج فرکانس غیرخطی با نتایج موجود در مقالات دیگر پسس .گردد می استخراج غیرخطی هاي طبیعی فرکانس در مؤثر غیرخطی
علامت ضریب غیرخطی . شود می پرداخته هاي طبیعی در فرکانس مؤثر غیرخطیضریب و مقدار  علامت بر چرخش سرعت تأثیر بررسی به پس از آن. گردند می

 نیرويپل پیچش و خمش ناشی از کو نگرفتن نظر در با که گردد می مشاهده. دهد شوندگی فرکانس طبیعی غیرخطی را نشان می شوندگی و سخت مؤثر نوع نرم
 حاصل متفاوتمؤثر  غیرخطی ضریب مقدار اما گردد می بینی پیش یکسانیمؤثر  غیرخطی علامت ضریبعرضی حرکت  فرد مودهاي در آنکه وجود با کریولیس

 بینی  پیش متفاوت نیزمؤثر  غیرخطی علامت ضریب ،مؤثر غیرخطی ضریب مقدار بر علاوه بالا سرعت در وعرضی  زوج مودهاي در دیگر طرف از. شود می
  . گردد می

  . هاي چندگانه غیرخطی مؤثر، روش مقیاس ضریبهاي چرخان، فرمولاسیون دقیق هندسی، نیروي کریولیس، تیر :کلیدي کلمات
 
  مقدمه - 1

 طرفی از. نمود اشاره گازي و آبی بادي، هاي نیروگاه هوافضا، صنایع به توان می آنها جمله از که شوند می دیده صنایع از بسیاري در چرخان هايتیر
 طراحان براي مهم بسیار مسائل از آنها ارتعاش و دینامیک بینی پیش و آنها دقیق نمودن مدل مرتبط، هاي سازه بالاي هاي هزینه و بودن حساس بدلیل

  . شود می پرداخته آنها پیچشی- عرضی غیرخطی آزاد ارتعاشات بررسی به مقاله این در لذا. باشد می
. نمودند ارائه متوسط هاي دامنه با ارتعاش براي غیرمتقارن ایزوتروپ چرخان تیر براي دقیقی نسبتاً فرمولاسیون 1974 سال در] 1[ داول و هاجز

 استخراج همیلتون اصل از استفاده با را تیر طول در متغیر اولیه پیچش پیش با چرخان تیري حرکت معادلات 1986 سال در] 2[ هاجز و داسیلوا کرسپو
 آیرودینامیک نیروهايناشی از  هاي غیرخطی ترم و هندسی غیرخطی شامل متفاوت غیرخطیهاي  ترم تأثیر تحلیل به سال همین در] 3[ ایشان. نمودند

 از استفاده و تابیدگی گرفتن نظر در با 1990 سال در] 4[ هاجز. پرداختند پیچشی و صفحه از خارج عرضی عرضی، شده هاي جفت حرکت ناپایداري بر
 تأثیر 1995 سال در] 5[ او. نمود ارائه شده پیچیده- پیش آنیزوتروپ چرخان تیرهاي دینامیکی تحلیل براي دقیقی فرمولاسیون رودریگز زوایاي
 2008 سال در] 6[ آوراموف. نمود روشن چرخان تیموشنکوي تیرهاي آزاد ارتعاشات روي بر را مرکزگرا نیروهاي و مرزي شرایط از خاصی هاي ویژگی

 همیلتون اصل از استفاده با را جرم مرکز و سطح مرکز بین مرکزي از خروج داراي و متغیر مقطع سطح با چرخان نازك تیرهاي حرکت معادلات
 مبناي بر دقیق فرمولاسیون روش مقابل در مطلق گرهی مختصاتی فرمولاسیون بکارگیري با 2009 سال در] 7[ والجو-گارسیا و والورده. نمود استخراج

 از استفاده با 2012 سال در] 8[ همکاران و لاکاربونارا. پرداختند چرخان تیرهاي پایداري براي روش دو این نتایج مقایسه به ها میله براي کوزرات تئوري
 در] 9[ همکاران و آروین .آوردند بدست را پره طول در متغیر و اولیه پیچش پیش با چرخان هاي پره بر حاکم معادلات هندسی دقیق فرمولاسیون روش
 استخراج را طولی و عرضی دقیق معادلات کریولیس، نیروي از صرفنظر با] 8[ مرجع در آمده دست به هندسی دقیق فرمولاسیون از استفاده با سال همان
 چرخش سرعت تأثیر و عرضی متفاوت مودهايمؤثر  غیرخطی علامت ضریب بررسی به چندگانه هاي مقیاس مستقیم روش از استفاده با سپس و نموده

 را] 8[ مرجع در شده ارائه دقیق فرمولاسیون ها، کامپوزیت براي ساختاري دقیق روابط ارائه با 2014 سال در] 10[ لاکاربونارا و آروین. پرداختند آن بر
 انجاممؤثر  غیرخطی ضریب علامت بر چرخش سرعت تأثیر بررسی براي را] 9[ مرجع مشابه مطالعه سپس. دادند توسعه کامپوزیتی چرخان هاي پره براي
 ضریب علامت تغییر شامل غیرخطی پاسخ بر چرخش سرعت اثر پوآنکاره-لینستد روش از استفاده با 2009 سال در ]11[ بولت و تورهان. دادند

 در ]12[ نژاد بختیاري و آروین. نمودند بررسی را هارمونیک سوپر و هارمونیک پرش هاي پدیده و برعکس و شونده نرم به شونده سخت ازمؤثر  غیرخطی
  . نمودند استخراج را غیرخطی نرمال مودهاي و اعمال برنولی-اویلر چرخان تیر شده سازي گسسته معادلات بر را چندگانه هاي مقیاس روش 2011 سال

به بررسی حرکت جفت  غیرخطی ارتعاشات بررسی در کنون تا شده انجام مطالعات در که گردد می مشاهده شده انجام هاي پژوهش بررسی از پس
به بررسی مقدار  کریولیس نیروي با در نظر گرفتن مقاله این در لذا. گردد پرداخته نشده است دلیل نیروي کریولیس ایجاد می پیچشی که به-شده خمشی

 کامپوزیتی چرخان هايتیر )شوندگی فرکانس طبیعی غیرخطی مورد نظر است یا سختشوندگی و  که نشان دهنده نرم( مؤثر غیرخطی ضریب علامتو 
 بازنویسی هاتیر دقیق معادلات] 8[ مرجع در شده ارائه روابط از استفاده با ابتدا در. شود می پرداخته مستطیلی مقطع سطح و متقارن چینی لایه با
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 روش از استفاده با حرکت معادلات بعدسازي بی از پس.  شوند می استخراج پیچشی و عرضی معادلات برشی تغییرشکل از نظر صرف با سپس. گردد می
 بررسی به حاضر نتایج اعتبارسنجی پی در عددي نتایج ارائه قسمت در. گردد می استخراج مؤثر غیرخطیضریب  رابطه چندگانه هاي مقیاس مستقیم

   .شود می پرداخته پیچشی دوم و اول و عرضی سوم تا اول مودهايمؤثر  غیرخطی علامت ضریب بر چرخش سرعت تأثیر
  

  حرکت معادلات - 2
 سرعت با چرخش حال در تیر این. است شده داده نشان الف-1 شکل در hو ضخامت  b، عرض Lبا طول چند لایه  چرخان تیر یک از شماتیکی

 دلخواه مقطع سطح جرم مرکز مکان متغیر s .پیچشی مورد بررسی قرار خواهد گرفت- در این مقاله حرکت عرضی. باشد می  1i محور حول  R ثابت
 توسط  O مبدا به نسبت روتور به متصل مقطع سطح جرم مرکز موقعیت. شود می گیري اندازه روتور به متصل مقطع سطح جرم مرکز از که باشد می

2 رابطه 2 3 3d d d e e مبدا بین سطحی هم گرفتن نظر در با که گردد می مشخص O  2 روتور به متصل مقطع سطح مرکز و 0d   بود خواهد.
( , )s tu، مکان مرکز جرم در نظر گرفته شده در موقعیت  تغییر بردارs 0باشد و برابر می

3 3 1 1( , ) ( ) ( , )s t u s u s t u e e0شایان ذکر است که . است
3 ( )u s

 

)1و  از نیروي گریز از مرکز حاصل از چرخشتغییر شکل طولی ناشی  , )u s t است تغییر شکل عرضی دینامیکی .( , )s tr

 

بردار مکان مرکز جرم سطح 
)3الف توسط رابطه - 1است و مطابق شکل  sمقطع در نظر گرفته در موقعیت  , ) ( , )s t s s t r e u جهت فرمولاسیون دقیق معادلات . شود حاصل می

 keن بادو دستگاه مختصات چرخان که یکی تنها داراي حرکت دوران تیر بوده و در مرکز جرم سطح مقطع متصل به روتور قرار دارد و بردارهاي پایه آ
شود در  نمایش داده می kbبا بردارهاي پایه آن دهد و  جاري را نشان میسطح مقطع قرار دارد و جهت  sشود و دیگري در موقعیت  نمایش داده می

با  keترتیب از دستگاه مختصات چرخان   شود که به لذا جهت داشتن معادلات دقیق دو ماتریس انتقال متعامد در نظر گرفته می. نظر گرفته شده است
2با زاویه   2eچرخش حول محور  ( , )s t  (1)به دستگاه مختصات واسط

ke  و سپس از دستگاه واسط با چرخش حول محور ) ب-1شکل (رفته
(1)

3e  3با زاویه( , )s t ماتریس انتقال نهایی از دستگاه مختصات چرخان  ).پ-1شکل (رویم  بندي جاري می به دستگاه مختصات نهایی در پیکره ke 
k صورت به kbبه مختصات جاري k b R e خواهد بود که R حرکت هاي همعادل .ارائه شده است پیوست الفو در  باشد می چرخش تانسور 

   ]:8[ از عبارتند ترتیب به پیچشی حرکت و 2eحول محور  خمشی و ،1e محورهاي امتداد در عرضی هاي حرکت کننده مشخص
   

  
Fig. 1. (a)-Schematic of rotating composite beam, (b)-Interface coordinate system,(c)-Current coordinate system 

  دستگاه مختصات جاري - دستگاه مختصات واسط، پ - ، بچرخانکامپوزیتی  تیرشماتیک  -الف :1شکل 
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3از رابطه که باشد  کشیدگی کلی می  رابطه این در که 1 1s      ν r b b  ]13 [1 آندر  آید که دست می به در راستاي محور  برشی  تغییرشکل

1b بدین ترتیب . است 20 2
1( ( ) )su     0و

1 3 2 1 3 2cos( ( , )) cos( ( , )) cos( ( , )) sin( ( , ))ss t s t u s t s t         در آنخواهند شد که 
0 0

30
1 1 ( )
inv

u s


  باشد تنش بوجود آمده از نیروي گریز از مرکز می کشیدگی ناشی از پیش. μ و ω  چرخشی سرعت بردار و انحنا بردار ترتیب به 
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sصورت  گیري نسبت به مکان و زمان از بردارهاي پایه جاري به مشتق باترتیب  به که باشند می کلی k k  b μ b ]13 [ وt k k  b ω b ]13 [
 و 1b  محور امتداد در برشی ينیرو 1Q. اند شده ارائه پیوست الف درآیند و  دست می به 1N EA    3 محور امتداد در محوري نیرويb  

که در  باشد می تنش بندي کنونی نسبت به کشیدگی ناشی از پیش کشیدگی پیکره شایان ذکر است که .  طولی است سفتی EAو در آن باشد می
2.شود پایان این بخش طریقه محاسبه آن توضیح داده می 22 2M EJ   2محور حول خمشی گشتاورb 22باشد که در آن میEJ  خمشی سفتی 

33 .است متناظر 3T GJ   3 محور حول پیچشb  33و در آن باشد میGJ است متناظر پیچشی سفتی . و تیر چگالی A  طول واحد بر جرم 
 نشان ترتیب به  t و  s. باشند می 3b  و  1b، 2b  محورهاي حول جرمی اینرسی ممان ترتیب به  33J و  11J، 22J  باشد؛ می تیر

 متقارن چرخان هايتیر براي. باشد می تنش پیش از ناشی محوري نیروي نیز  0N. باشند می زمان و مکان متغیرهاي به نسبت اي پاره مشتق دهنده
  ]: 8[ گردند می ساده) 3( و) 2( هاي رابطه صورت به تنش پیش محوري نیروي محاسبه جهت لازم مرزي شرایط و معادله
  

)2(  0 2 0
3 3( ) = 0RN A d s u      

  
)3(  0 0

3 (0) = 0, ( ) = 0,u N L  
  

 که   باشد می مکان متغیر به نسبت مشتق دهنده نشان.  
 بدیهی استفاده از رابطهو  1با برابر صفر قرار دادن . شود می داده قرار صفر 1 برشی تغییرشکل برشی، شکل تغییر از صرفنظر براي
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1  حال .خواهند بودQ  لهمعاد از 

2دست آمده براي  و با توجه به روابط به شده جایگزین (1)1  همعادل در و استخراج (1)2 ( , )s t ترتیب بدین. دآی دست به عرضی حرکت همعادل 
 وابسته خطی قسمتدر  یکدیگر با پیچشی و عرضی معادلات چرخان متقارن هايتیر در. یابند می کاهش عرضی و پیچشی معادله دو به حرکت معادلات

به  بار اولین براي مقاله این در. گردد می صرفنظر آن از مقالات از بسیاري در که باشد می کریولیس نیروي معادلات این خطی وابستگی دلیل. باشند می
  .شود پرداخته می کریولیس نیروي اثردر نظر گرفتن  دلیل هپیچشی تیرهاي چرخان ب-بررسی ارتعاشات آزاد غیرخطی خمشی

  .گردند می مشخص) 4( رابطه صورت به متناظر مرزي شرایط یکسرگیردار چرخان تیر براي
  

)4(  1 2 3
1 2

(0, ) = 0, (0, ) = 0, (0, ) = 0,
( , ) = 0, ( , ) = 0, ( , ) = 0,

u t t t
Q L t M L t T L t

   
  

0ی نیروي محوري کلی از رابطه شلازم به ذکر است که در تیرهاي چرخان متقارن با صرفنظر از تغییر شکل بر
3 3 3N N N b b e

 که  آید میدست  به
0با توجه به رابطه انتقال بین بردارهاي پایه 

3 3 3 3,3N N N R b b b
 0بدین ترتیب  خواهد شد و

3,3( 1)R     بودخواهد.  
  

   حرکت معادلات بعد بدون فرم -1- 2
  :گردند می تبدیل بعد بی فرم به) 5( رابطه پارامترهاي اعمال با حرکت معادلات

  
)5(  

0 1 1 3 3
1 ˆˆˆ ˆ= / , = , = ,s s L t t u u
L

    
 

 رابطه این در که 4
0 22= EJ AL   علامت معادلات سازي ساده منظور به حال. باشد می مشخصه فرکانس  ̂  گردد می حذف معادلات این از 

  :گردند ساده) 7( و) 6( هاي رابطه صورت به تیر انتهاي در متناظرشان مرزي شرایط و بعد بدون پیچشی و عرضی معادلات تا
  
)6(  (3) (3) (3) (3)

0 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) = 0,        I u G u L u i u u u i u u u i u u u n u u u       
  

)7(  (3) = 0,BC BC BC BC     I u G u L u n   
  

  ها رابطه این در که T1 3( , ) = ( , ), ( , )s t u s t s tu باشد می   .I، G  و L  در و باشند می سفتی و ژیروسکوپی اینرسی، اپراتورهاي ترتیب به نیز 
(3).  اند شده ارائه ب پیوست

0i،  (3)
1i (3) و

2i  (3) و  سوم، درجه اینرسی غیرخطیهاي  ترمn   که در  باشند می سوم درجه تیسف غیرخطیترم
 در پیچشی و عرضی معادلات هاي مولفه نمودن مشخص جهت 6 و 1 هاي زیرنوشت ترتیب، از که به است ذکر به لازم. اند نمایش داده شده پ پیوست

(3).  است گردیده استفاده مقاله این
BCn  ،مذکور معادلات در .ارائه شده است پ پیوستکه در  باشد می مرزي شرایط سوم مرتبه غیرخطیترم  نیز  
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0= R  ،  2
2 =i iiEAL EJ،  33 و 33= 2(1 )GJ EJ   که باشند می   است پواسون ضریب .  

 خواهد) 9( و) 8( هاي رابطه صورت به نیز)) 3( رابطه( متناظرش مرزي شرایط و)) 2( رابطه( تنش پیش از ناشی محوري نیروي معادله بعد بدون فرم
  :بود

  
)8(  0 2 0

22 3 3( ) ( ( )) = 0u s r s u s      
  

)9(  0 0
3 (0) = 0, (1) = 0,u N  

  
  :گردد می) 10( رابطه به منجر معادله این حل

  
)10(  0 22

3
(sin( ))

( ) = sin( ) cos( )
(cos( ))
a

a a
a

r
u s s s r s r

  
 

 


    

  
r=3 رابطه این در که d L  22 و=a   است .  

  
   هاي چندگانه روش مقیاس - 3

 گرفته کار به غیرخطی طبیعی هاي فرکانس محاسبه جهت مستقیم چندگانه هاي مقیاس روش بخش این در ،بعد بدون معادلات استخراج از پس
  :]13[ شود می گرفته نظر در) 11( رابطه صورت به پیچشی و عرضی تغییرمکان شده بندي مرتبه فرم ابتدا. شود می

  
)11(  2 3 4

1 0 1 2 1,0 0 1 2 1,1 0 1 2 1,2 0 1 2
2 3 4

3 0 1 2 3,0 0 1 2 3,1 0 1 2 3,2 0 1 2

( , , , ) = ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( )

( , , , ) = ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( )

u s T T T u s T T T u s T T T u s T T T O

s T T T s T T T s T T T s T T T O

   

      

  

  
  

  
  .]14[ است اغتشاشات هاي روش در استفاده مورد معمول پارامتر   ها رابطه این در که

 از استفاده و مرتبطشان مرزي شرایط و پیچشی و عرضی بعد بدون معادلات در پیچشی و عرضی تغییرمکان شده بندي مرتبه فرم جایگذاري با
2 صورت به چندگانه هاي مقیاس روش زمانی دوم و اول مرتبه مشتقات 3

0 1 2= ( )d dt D D D O      و 
2 2 2 2 2 3

0 0 1 0 2 1= 2 (2 ) ( )d dt D D D D D D O       هاي رابطه صورت به آنها به مربوط مرزي شرایط و اول مرتبه شده بندي مرتبه معادلات 
  : گردند می استخراج) 13( و) 12(

  

)12(  
1

2
11 0 1,0 16 0 3,0 11 1,0

2
66 0 3,0 61 0 1,0 66 3,0

( ) :
[ ] [ ] [ ] = 0,

[ ] [ ] [ ] = 0,

O
I D u G D L u

I D G D u L




 

  

  

  

  

)13(  
2

,11 0 1,0 ,11 0 3,0 ,11 1,0
2

,12 0 1,0 ,12 0 3,0 ,12 1,0
2

,6 0 3,0 ,6 0 1,0 ,6 3,0

[ ] [ ] [ ] = 0,

[ ] [ ] [ ] = 0,

[ ] [ ] [ ] = 0,

BC BC BC

BC BC BC

BC BC BC

I D u G D L u

I D u G D L u

I D G D u L





 

  

  

  

  

  
, و  11BC، ,12BC,  هاي زیرنوشت است ذکر به لازم 6BC  1)1   مرزي شرایط معرف ترتیب به, ) = 0Q t، 2 (1, ) = 0M t  1)  و, ) = 0T t 
  .باشند می

  :گردند می استخراج) 15( و) 14( هاي رابطه صورت به نیز آنها به مربوط مرزي شرایط و دوم مرتبه شده بندي مرتبه معادلات
  

)14(  
2

(2)2
11 0 1,1 16 0 3,1 11 1,1 1

(2)2
66 0 3,1 61 0 1,1 66 3,1 6

( ) :
[ ] [ ] [ ] = ( ),

[ ] [ ] [ ] = ( ),
Eq

Eq

O
I D u G D L u RHS O

I D G D u L RHS O
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)15(  
(2)2

,11 0 1,1 ,11 0 3,1 ,11 1,1 11
2

,12 0 1,1 ,12 0 3,1 ,12 1,1
2

,6 0 3,1 ,6 0 1,1 ,6 3,1

[ ] [ ] [ ] = ( ),

[ ] [ ] [ ] = 0,

[ ] [ ] [ ] = 0,

BC BC BC BC

BC BC BC

BC BC BC

I D u G D L u RHS O

I D u G D L u

I D G D u L





 

  

  

  

  

  
(2)   که

1( )EqRHS O،  (2)
6( )EqRHS O،  (2) و

11( )BCRHS O  اند شده داده نمایش ت پیوست در.   
  : بود خواهند) 17( و) 16( هاي رابطه صورت به نیز متناظر مرزي شرایط و سوم مرتبه شده بندي مرتبه معادلات آخر در
  

)16(  
3

(3)2
11 0 1,2 16 0 3,2 11 1,2 1

(3)2
66 0 3,2 61 0 1,2 66 3,2 6

( ) :
[ ] [ ] [ ] = ( ),

[ ] [ ] [ ] = ( ),
Eq

Eq

O
I D u G D L u RHS O

I D G D u L RHS O





 

  

  

  

   

)17(  
(3)2

,11 0 1,2 ,11 0 3,2 ,11 1,2 11
(3)2

,12 0 1,2 ,12 0 3,2 ,12 1,2 12
2

,6 0 3,2 ,6 0 1,2 ,6 3,2

[ ] [ ] [ ] = ( ),

[ ] [ ] [ ] = ( ),

[ ] [ ] [ ] = 0,

BC BC BC BC

BC BC BC BC

BC BC BC

I D u G D L u RHS O

I D u G D L u RHS O

I D G D u L





 

  

  

  

  

     
(3)  که

1( )EqRHS O،  (3)
6( )EqRHS O،  (3)

11( )BCRHS O، (3) و
12( )BCRHS O   اند ارائه شده ت پیوستدر.  

 روش از استفاده با اینجا در که بوده سیستم خطی ارتعاشات حل همان ها، آن به مربوط مرزي شرایط و) 12( معادلات یعنی اول مرتبه معادلات حل
  :است بیان قابل) 18( رابطه صورت به و گردد می محاسبه ]15[ گلرکین
  

)18(  
1, 0

1,0 1, 1 2
1, 0

3,0 6, 1 2

= ( )[ ( , ) ]

= ( )[ ( , ) ]

i Tk
k k

i Tk
k k

u s A T T e CC

s A T T e CC






 




  

   
1.  باشد می امk  پیچشی-عرضی خطی فرکانس k,1  و  پیچشی و عرضی خطی مودهاي ترتیب به k,6  و  k,1 ها رابطه این در که 2( , )kA T T 

  .باشد می یکه موهومی i و خود از پیش هاي ترم مختلط مزدوج نمایشگر  CC ام،k  مود مختلط دامنه
 جایگزین مربوطه مرزي شرایط و) 14( معادلات در) 18( هاي رابطه از 3,0  و 1,0u  یعنی اول مرتبه حل ابتدا دوم مرتبه معادلات حل جهت

 غیر مرزي شرایط داشتن دلیل به ترتیب بدین. گردد حذف معادلات دسته این سکولار ترم باید دوم مرتبه در پریودیک پاسخ داشتن براي. گردد می
  : آید می بدست) 19( رابطه صورت به سکولار ترمباشد  که بر مبناي تعامد مودها می ]16[ مرجع مشابه فرآیندي انجام با کوپل معادلات داشتن و همگن
  

)19(  
1

1, 1,1 1 2 6, 1,6 1 2 1, 11 1 2 1, 1, 6 1 2 6,1 10

1, 12 1 2 1, 1

[ ( , , ) ( , , )] ( , ) ( , )

( , ) ' = 0

k k BC k BC ks s

BC k s

C s T T C s T T ds C T T C T T

C T T

   



 



      

 

  

  
1,1 رابطه این در که 1 2( , , )C s T T  1,6 و 1 2( , , )C s T T  1 ضریب ترتیب به, 0i Tke   باشند می  (14)2 و  (14)1 معادله راست سمت در  .

1, 11 1 2( , )BCC T T، 1, 12 1 2( , )BCC T T  1 و, 6 1 2( , )BCC T T   1  ضریب ترتیب به نیز, 0i Tke  (15)3  و (15)2  ،(15)1  معادلات راست سمت در 
  : گردد می ساده) 20( رابطه صورت به سازي ساده از پس سکولار ترم ترتیب بدین. باشند می

  

)20(  1, 1,1,2 1,6 1, 6,6 6,12 12 22
1, 1,1,1 6,1 2 1 1 1 2

22 22 12 32

2( 2 ) 2
:= [2 ] ( , )k k

k k
i i

Secular Order i iC C D A T T
          

   
        

   
1  رابطه این در که 6, =1 1, =1 22= (2( | )) | /k s k sC     ، 2 1, =1 1, 1, =1 22= 2( ' | ) | /k s k k sC      و , ,i j kاند شده داده ث پیوست در ها .

1 بودن صفر نیازمند سکولار ترم حذف) 20( رابطه طبق 1 2( , ) = 0kD A T T  1  دیگر عبارت به یا و باشد می 2 2( , ) := ( )k kA T T A T بدین. بود خواهد 
  :  گردید خواهد) 21( هاي رابطه به منجر دوم مرتبه حل بنابراین و شده صفر متحد آنها مرزي شرایط و دوم مرتبه معادلات کلیه راست سمت صورت
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)21(  1,1 0 1 2
3,1 0 1 2

( , , , ) := 0
( , , , ) := 0

u s T T T
s T T T

  

    
 مرتبه مشابه فرآیند انجام  و ،)17( هاي رابطه مرتبط، مرزي شرایط و ،)16( هاي رابطه سوم، مرتبه معادلات در) 21( و) 18( هاي رابطه نمودن وارد با
  . گردید خواهد ظاهر) 22( رابطه صورت به سوم مرتبه سکولار ترم دوم،

  
)22(  3 2

1, 1, , 1, , 2 2, , 1, 2, , 2 2:= (2 ) ( ) ( ) ( ) ( )k k i k R k k i k k R k kSecular Order i A T i A T A T           
  

. اند شده ارائه چ و ث هاي پیوست در ترتیب، به نیز،ها  تعریف در شده استفاده هايC  و .  اند شده داده ج پیوست در ها رابطه این در که
)2  یعنی مختلط دامنه مدولاسیون معادله به منجر) 22( رابطه حل )kA T گردید خواهد:  

  
)23(  2

2 1, , 1, , 2 2( ) = ( ) ( ) ( )k k i k R k kA T i A T A T    
  

,1 که ,k i  1  و, ,k R اند شده ارائه ج پیوست در.  
) یعنی امk دامنه قطبی فرم جایگزینی با حال )22 2( ) = (1/ 2) ( ) i Tkk kA T a T e   حقیقی قسمت جداسازي و مختلط دامنه مدولاسوین رابطه در 

)2 یعنی فاز، و حقیقی دامنه مدولاسیون معادلات به دستیابی جهت معادله دو این حل و آمده بدست معادله موهومی و )ka T  2 و( )k T  ، معادلات 
  :آمد خواهند دست به) 24(

  

)24(  
3

2 2 1, ,

3
2 2 2 1, ,

1( ) = ( )
4

1( ) ( ) = ( )
4

k k k R

k k k k i

a T a T

a T T a T



 




  

  
,1 مقدار که گردد می مشاهده شده، داده نمایش) ج(-5 شکل در که نتایج بخش در گرفته انجام عددي تحلیل طبق ,k R  مقدار با مقایسه در 

1, ,k i  1 ترتیب بدین و است نظر صرف قابل و بوده ناچیز بسیار, , 0k R   گردید خواهد)  25( هاي رابطه به منجر معادله دو حل لذا. بود خواهد:  
  

)25(  
0

2
0 2 0

2 1, , 2

( ) =
1( ) =
4

k k

k k ik k

a T Constant a

T a T  




  

  
0 که

ka  0  و
k آیند می بدست اولیه شرایط از استفاده با و هبود اولیه فاز و دامنه .  

=  گرفتن نطر در با و) 11( هاي رابطه در) 21( و) 18( معادلات جایگذاري با حال 1 صورت به پیچشی و عرضی مکان تغییر دوم مرتبه فرم 
  : گردد می ساده) 26( هاي رابطه

  

)26(  
0 0 3

1 1, 1,
0 0 3

3 6, 1,

= ( )cos( ) ( )

= ( ) cos( ) ( )

NL
kk k k

NL
kk k k

u a s t O

a s t O

   

    

 

 
 

  
,1 رابطه این در که

NL
k  غیرخطی فرکانس k0  رابطه داراي و است ام 2

1, 1, ,1, 1 4NL
k k ik ka    است مشخص رابطه این در که گونه همان. است 

,1 علامت ,k i   نرم شوندگی و سخت شوندگی فرکانس طبیعی غیرخطیk مود  مؤثر غیرخطیدهد و به آن ضریب  را نشان میامkشود گفته می ام.  
  

  نتایج عددي - 4
mL طول داراي] 9[ و ]12[ هاي مرجع با مطابق شده گرفته نظر در چرخان تیر حاضر نتایج اعتبارسنجی جهت ابتدا = 9(  روتور شعاع و  (

3 / md =0 5( A(kg/m)  طول واحد بر جرم داراي تیر این. شود می گرفته نظر در  (  /  طولی سفتی ،10 (N)EA   82 23  عرضی سفتی و  10
2

22 / (N m )EJ   53 99 R(rad/s)   سرعت با و باشد می  10   در ترتیب به سوم تا اول غیرخطی طبیعی هاي فرکانس. است چرخش حال در  30
جفت شدگی بین حرکت پیچشی و عرضی در  کریولیسنیروي  اثر ازنظر  با صرف شونده مقایسه مرجع دو هر در. اند شده داده نشان 4و 3 ،2 هاي شکل

-فون تغییرمکان-کرنش رابطه از استفاده با ]12[ مرجع معادلات دیگر طرف از. اند گرفته نظر در را طولی و عرضی معادلات تنها ونظر گرفته نشده 
 روش از استفاده با ]12[ مرجع نتایج. اند شده استخراج هندسی دقیق فرمولاسیون روش اساس بر] 9[ مرجع معادلات که حالی در آمده، بدست کارمن
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 بر] 9[ مرجع نتایج که حالی در است، گشته اعمال گلرکین روش از استفاده با شده سازي گسسته معادلات بر که آمده بدست اي چندگانه هاي مقیاس
 فرکانس سه هر در گردد می مشاهده که همانگونه. است شده اعمال اي پاره معادلات بر مقاله این مشابه که باشد می اي چندگانه هاي مقیاس روش اساس

 از کمتر مقادیري داراي و دارد مطابقت] 9[ مرجع در شده ارائه خطی طبیعی فرکانس با دقیقا حاضر آمده بدست خطی فرکانس شده، محاسبه اول
 دو هر با نیز آمده بدستمؤثر  غیرخطی علامت ضریب دیگر طرف از. است هندسی دقیق فرمولاسیون روش بالاتر دقت آن دلیل که باشد می ]12[ مرجع
  .  است گردیده بینی پیش شوندگی سخت و شوندگی سخت شوندگی، نرم ترتیب به سوم تا اول هاي فرکانس براي ترتیب به ترتیب بدین و است سازگار مرجع

    

  
Fig. 2. Variations of the current first nonlinear natural frequency in terms of the tip point amplitude of the rotating beam (solid-

lines) vs the associated results from Ref. [9] (dashed-lines) and Ref. [12] (dotted-lines) 
 و) چین خط] (9[ مرجع متناظر از نتایج با مقایسه در) پر خط( چرخان تیر انتهاي دامنه به نسبت حاضر عرضی اول غیرخطی فرکانس تغییرات :2شکل 

  )نقطه( ]12[ مرجع
  

  
Fig. 3. Variations of the current second nonlinear natural frequency in terms of the tip point amplitude of the rotating beam (solid-

lines) vs the associated results from Ref. [9] (dashed-lines) and Ref. [12] (dotted-lines) 
 و) چین خط] (9[ مرجعنتایج متناظر از  با مقایسه در) پر خط( چرخان تیر انتهاي دامنه به نسبت حاضر عرضی دوم غیرخطی فرکانس تغییرات :3شکل 

 )نقطه( ]12[ مرجع
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Fig. 4. Variations of the current third nonlinear natural frequency in terms of the tip point amplitude of the rotating beam (solid-

lines) vs the associated results from Ref. [9] (dashed-lines) and Ref. [12] (dotted-lines) 
 و) چین خط] (9[ مرجعنتایج متناظر از  با مقایسه در) پر خط( چرخان تیر انتهاي دامنه به نسبت حاضر عرضی سوم غیرخطی فرکانس تغییرات :4شکل 

  )نقطه( ]12[ مرجع
  

  حاضر نتایج -1- 4
 نیروي اثر بدون] 10[ مرجع در که تیري کریولیس نیروي پیچشی ناشی از-جفت شدگی عرضی اثر مشاهده جهت حاضر نتایج اعتبارسنجی از پس
 اما است هندسی دقیق فرمولاسیون نیز مرجع آن در شده استفاده مورد فرمولاسیون. گیرد می قرار مطالعه مورد است، گرفته قرار تحلیل مورد کریولیس

/  هاي لایه با کامپوزیتی تیر این. اند شده گرفته نظر در طولی و عرضی هاي حرکت تنها / / 
  
   0 90 90 3   روتور شعاع داراي و باشد می 0 / md = 0 2( )، 

mL   طول = 2( / ضخامت ،( mh =0 005( / عرض و  ( mb =0 05( 1  شامل نیز ها لایه اي ماده خواص. باشد می  ( 2 / GPaE E= = 9 6( )، 3 GPaE =145( ) ،

12 / GPaG = 3 4( ) ،   13 23 / GPaG G= = 4 1( )،  31 32 /  = 0 3،  21 / =0   و ،5 3kg/m   .باشد می 1389=
 که گونه همان. است شده داده نشان] 10[ مرجع نتایج با مقایسه در  i,1,1 ضریب غیرخطی مؤثر عرضی مود اول ب،- 5 و الف-5 هاي شکل در
 بدون حالت با مقایسه در کریولیس نیرويپیچشی ناشی از -شدگی خمشی جفت گرفتن نظر در حالت در شده بینی پیش i,1,1  مقدار گردد می مشاهده

 یعنی مؤثر غیرخطی علامت ضریب متفاوت، سرعت هاي بازه در شود می مشاهده که همانگونه وجود این با. است آمده بدست متفاوت آن گرفتن نظر در
 سرعت در ترتیب بدین. است شده حاصل یکدیگر مشابه شده مقایسه حالت دو در مورد نظر طبیعی غیرخطی فرکانس یشوندگ سخت یا یشوندگ نرم

 فرکانس طبیعی غیرخطی اول عرضی و یکسان حالت دو در غیرخطی مؤثر علامت ضریب شده، حاصل ثابت یکسرگیردار تیر یک براي نتایج که صفر
  .است آمده بدست شونده نرم

 ارائه مقادیر برابر در مقدار این گردد می مشاهده که گونه همان. است شده ارائه عرضی اول مود براي  R,1,1 مقدار براي حاضر نتایج ج- 5 شکل در
  .است شده گرفته نظر در صفر مقاله این در  R,1,1  ترتیب بدین و است کوچک بسیار  i,1,1 براي ب-5 و الف-5 هاي شکل در شده

 خلاف بر گردد می مشاهده که گونه همان. است نموده ارائه را] 10[ مرجع با مقایسه در i,1,2 عرضی دوم مود ضریب غیرخطی مؤثر نتایج 6 شکل
 نظر در با آمده بدست غیرخطی مؤثر ضریب مود، این در نمودند بینی پیش را یکسانی غیرخطی مؤثر علامت ضریب حالت دو هر که عرضی اول مود

 خواهد منفی غیرخطی مؤثر ضریب بعد به سرعت این از که حالی در باشد می مثبت دقیقه بر دور 471 سرعت پیچشی تا- شدگی خمشی جفت گرفتن
 نتایج مشابه آخر در. باشد می مثبت بررسی مورد بازه تمام در غیرخطی مؤثر پیچشی ضریب- شدگی خمشی جفت گرفتن نظر در بدون دیگر طرف از. بود

بدین ترتیب فرکانس طبیعی  که است آمده بدست یکسان یکسرگیردار ثابت تیرهاي براي غیرخطی مؤثر علامت ضریب عرضی اول مود براي آمده بدست
  .است شده محاسبه شونده سخت غیرخطی دوم عرضی

 مشاهده. است شده داده نمایش 7 شکل در] 10[ مرجع با مقایسه در i,1,3 عرضی سوم مود غیرخطی مؤثرضریب  براي شده استخراج نتایج
  سرعت در طولی اول و عرضی سوم مودهاي بین 1 به 2 داخلی تشدید حضور بدلیل طولی حرکت معادله گرفتن نظر در با که گردد می

 rpmR   حرکت گرفتن نظر در عدم بدلیل حاضر نتایج در تکینگی این .باشد می سرعت این در تکینگی داراي] 10[ مرجع در شده ارائه نتایج 6510
 پیچشی همواره- شدگی خمشی جفت گرفتن نظر در با شده بینی پیش غیرخطی مؤثر علامت ضریب شود می مشاهده که گونه همان. شود نمی دیده طولی
 بینی پیش متفاوتی غیرخطی مؤثر شدگی علامت ضریب این جفت گرفتن نظر در بدون کمی بسیار بازه در تکینگی نقطه از پس که حالی در است مثبت
 تغییرات طیف باید حتما چرخان تیرهاي غیرخطی هاي فرکانس محاسبه از پیش و غیرخطی ارتعاشات تحلیل در گفت توان می لذا. است شده

 آن در دهد می رخ عرضی و طولی مودهاي بین 1 به 2 داخلی تشدید خاصی چرخش سرعت در که صورتی در و گردد رسم خطی طبیعی هاي فرکانس
 معادلات کنار در نیز طولی حرکت معادله و نمود مسأله حل به اقدام داخلی تشدید فرض با ابتدا از غیرخطی فرکانس محاسبه براي باید خاص سرعت

  ).گردد مراجعه] 12[ مرجع به( گردد دخیل دیگر



9 

  
  

Fig. 5. Variations of the effective nonlinearity coefficient of the first flapping mode 1,1,i  [current results (solid-lines) and Ref. [10] 

results (dashed-lines)] (a)-
 1,1,i for 0-1000 rpm, (b)- 1,1,i for 1000-8000 rpm and (c)- variations of 1,1,R  for the first flapping 

mode 
تا  0در سرعت  i,1,1) الف)]  خط چین] (10[و نتایج مرجع ) خط پر(ج حاضر ینتا[ i,1,1 مؤثر در مود اول عرضی غیرخطیضریب تغییرات  :5شکل 

تغییرات) دور بر دقیقه و پ 8000تا  1000در سرعت  i,1,1) دور بر دقیقه، ب 1000
 1,1,R مود اول عرضی براي  

 

  
Fig. 6. Variations of the effective nonlinearity coefficient of the second flapping mode 1,2,i  [current results (solid-lines) and Ref. 

[10] results (dashed-lines)] 
  )]خط چین] (10[و نتایج مرجع ) خط پر(نتابج حاضر [( i,1,2در مود دوم عرضی غیرخطی مؤثر  ضریب تغییرات :6شکل 
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Fig. 7. Variations of the effective nonlinearity coefficient of the third flapping mode 1,3,i  [current 

results (solid-lines) and Ref. [10] results (dashed-lines)] 
خط ] (10[و نتایج مرجع ) خط پر(نتابج حاضر [( i,1,3در مود سوم عرضی غیرخطی مؤثر ضریب تغییرات  :7شکل 

  )] چین
  

 شود می مشاهده ها شکل این در که گونه همان. دهند می نمایش را پیچشی دوم و اول مودهاي براي مؤثر ضریب غیرخطی ترتیب به 9 و 8 هاي شکل
  . است شده بینی پیش شونده نرم رفتاري پیچشی مود دو فرکانس طبیعی غیرخطی هر براي

  
  

  
Fig. 8. Variations of the effective nonlinearity coefficient of the first torsional mode 1,1,i  

   i,1,1در مود اول پیچشی  غیرخطی مؤثر ضریب تغییرات  :8شکل 
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Fig. 9. Variations of the effective nonlinearity coefficient of the second torsional mode 1,2,i  

   i,1,2در مود دوم پیچشی   غیرخطی مؤثرضریب تغییرات  :9شکل 
  

  گیري نتیجه - 5
 آزاد ارتعاشات بررسی به هندسی دقیق فرمولاسیون اساس بر آمده بدست پیچشی- عرضی غیرخطی حرکت معادلات گرفتن نظر در با مقاله این در

 فرم به چندگانه هاي مقیاس روش. شد پرداخته کریولیس نیروي پیچشی ناشی از- شدگی عرضی جفت گرفتن نظر در با چرخان هايتیر عرضی غیرخطی
 بدست عرضی غیرخطی هاي فرکانس براي اي رابطه و شد اعمال بود اینرسی و سفتی سوم هدرج هاي غیرخطی شامل که معادلات سوم درجه غیرخطی

 نتایج و گرفت انجام پیچشی اول مود دو و عرضی اول مود سه غیرخطی مؤثر ضریب بر سرعت تأثیر براي تحلیلی حاضر، نتایج سنجی اعتبار از پس. آمد
شدگی  جفت از صرفنظر با مرتبط مقالات در موجود نتایج با مقایسه در کریولیس نیروي پیچشی ناشی از- شدگی عرضی جفت گرفتن نظر در با حاضر

  : است ترتیب بدین آمده بدست نتایج مهمترین. گردید ارائهمذکور 
  دهند؛ می نشان شونده نرم رفتاري پیچشی غیرخطی فرکانس پیچشی مود دومین و اولین در - 1
ضریب  مقدار اما گذارد نمی پیچشی و عرضیخطی  طبیعی هاي فرکانس در تأثیري کریولیس نیروي حضور عدم و حضور اینکه وجود با - 2

 گرفتن نظر در عدم نتایج با کریولیس نیرويپیچشی ناشی از -شدگی عرضی جفت گرفتن نظر در با عرضی اول مود سه براي مؤثر غیرخطی
  است؛ متفاوت شدگی این جفت

پیچشی - شدگی عرضی جفت گرفتن نظر در بدون و با حالت، دو هر در شده بینی پیش غیرخطی مؤثر علامت ضریب سوم و اول مودهاي در - 3
 ؛)تکینگی نقطه نزدیک در کوچکی بسیار محدوده بجز( باشد می یکسان کریولیس نیرويناشی از 

پیچشی -شدگی عرضی جفت گرفتن نظر در بدون و با پایین چرخش سرعتهاي در تنها عرضی دوم مود براي غیرخطی مؤثر علامت ضریب - 4
  باشد؛ می یکسانکریولیس  نیرويناشی از 

با و بدون در  شده بینی پیش غیرخطی مؤثر علامت ضریب باشد، می صفر چرخش سرعت که ثابت یکسرگیردار تیرهاي براي خاص حالت در - 5
  است؛ یکسان کاملا نیروي کریولیسپیچشی ناشی از -شدگی عرضی جفتنظر گرفتن 

 طیف رسم با عرضی و طولی مودهاي براي داخلی تشدید امکان باید چرخان هايتیر در عرضی هاي فرکانس محاسبه و غیرخطی تحلیل در -6
 محاسبه به اقدام و داده دخالت تحلیل در را طولی مودهاي باید تحلیل ابتداي از امکان این صورت در و شود گرفته نظر در خطی هاي فرکانس
  .نمود غیرخطی عرضی طبیعی هاي فرکانس
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0  )4-ب(
,12 ,12 ,12= 0, = 0, = ( ) ( ) 'BC BC BC ss s invI G L       

  
6,  )5-ب( ,6 ,6= 0, = 0, = ( )BC BC BC sI G L    
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(3)
62 = 0i  
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  )7-پ(
(3) 2 0 2 2 3 0 0

3 1 3 22 22 3 1 1 126

2 0 2 2 2 0 2 2 0 2 2 3
22 3 1 12 3 1 22 3 1 3 12

0 0 2 0
3 1 1 22 3 1

2= '( ) / 2 ( ) '( ) /
3

2'( ) / ( ) / ( ) /
3

2 ( ) '( ) ( )

s ss sinv inv inv

s s ssinv inv inv

ss s ssinv inv inv

n u s s s u u

u s u s u s

u s u s u s

         

            

     

    

      

     2 2 2 0 2
12 3 1 12/ ( ) /s invu s     

 

  

  )8-پ(

(3) 2 3 2 2 2 0
1 22 3 1 22 3 3 22 3 3 1 22 3 1,11

2 0 2 2 2 2 3 0 2
1 1 1 1 22 3 1 22 3 1 22 1

2 2 0 2
1 1 22 3 1 3

1= / / / 2 / '
2

1 16 ' / / / 2 '
2 2

12 / '
2

s t s t t ts sBC inv

s ss s tts tts s sinv inv

s ts ss inv

n u u u u

u u u u u u u

u u u

             

       

   

          

           

      3 0 2 2
1 1 1 1 1 1' 2sss s s ss s sssinvu u u u u u         

 

  

(3)  )9-پ( 2 3 0 2 2 0
1 1 1 3 1 3 1,12

1 1= '( ) '( )
2 2s ss s ss sBC inv invn u u u s u u s          

                         
(3)

,6 = 0BCn  
  

 
هاي  متناظر در روش مقیاس مرزي شرایط و حرکت معادلات دوم و سوم مرتبه راست سمت هاي ترم - تپیوست 

  چندگانه
  

  )1-ت(
(2) 0 0 2

0 1 1,0 1 3,0 22 0 1 3,0 22 0 1 1,0 221
0

0 0 1 1,0 22

( ) = 2 2 / 2 ' / 2 /

4 ' /

inv
s ssEq inv inv

inv
sinv

RHS O D D u D D D D u

D D u

        

  

    

 
 

  

(2)  )2-ت( 0 0 0
0 1 3,0 32 1 1,0 22 1 1,0 32 1 1,0 126( ) = 2 / / / /s s sEq inv inv invRHS O D D D u D u D u                 

  

(2)  )3-ت(
1 3,0 22 0 1 1,0 2211( ) = 2 / 2 /sBCRHS O D D D u      

  

  )4-ت(

(3) 2 0 2 2
0 2 1,0 1 1,0 0 1 1,1 3,0 3,0 0 1,0 221

0 2 2
3,0 3,0 0 1,0 12 0 1 3,1 22 0 2 3,0 22

0 2 0 3
0 2 1,0 22 0

( ) = 2 2 2 ( ) /

2 ( ) / 2 '( ) / 2 '( ) /

2 ( ) / 8 ( ) '( )

s sEq inv
inv inv

s sinv
inv

ss sinv inv

RHS O D D u D u D D u s D u

s D u s D s D

s D D u s s

   

         

   

    

    

    2 2
1,0 0 1,0 22

0 4 2 0 2 2
1,0 1,0 0 1,0 22 0 0 1,0 3,0 12

0 0 3 2
0 3,0 0 3,0 0 1,0 12 0 1,0 0 1,0 22
0 4

1,0 0 1,0 0

/

4 ( ) / 2 ( ) '( ) /

4 '( ) ( ) / 8 ( ) '( ) /

4 ( )

s
inv

s ss s sinv inv
inv inv

s s sinv inv

s sinv

u D u

s u u D u s s D u

s s D D u s s u D u

s u D u D



     

       





     

    

    0 2
1,0 22 0 3,0 3,0 22

0 2 0 3 2
0 3,0 3,0 12 0 3,0 1,0 22

0 2 0 2
3,0 0 3,0 0 1,0 22 0 3,0 3,0 0 1,0 12

0 2
3,0 0 3,0 0 1,0 12

/ 2 ( ) /

2 ( ) / 3 ( ) /

2 ( ) / 2 ( ) /

2 ( ) /

ss sinv

s s sinv inv

ss s sinv inv

ssinv

u s D

s D s D u

s D D u s D D u

s D D u

     

        

       

   

 

    

    

  0 2
3,0 0 3,0 0 1,0 12

0 4 2 2 0 2 2 2
1,0 0 1,0 22 0 1,0 3,0 12

0 0
0 0 1 1,1 22 0 0 2 1,0 22

0 2
0 1 1,0 22

2 ( ) /

2 ( ) / ( ) /

4 '( ) ( ) / 4 '( ) ( ) /

2 '( ) ( ) / 2

s sinv

s ss ssinv inv
inv inv

s sinv inv
inv

sinv inv

s D D u

s u D u s D u

s s D D u s s D D u

s s D u

   

    

     

   

  

    

   

   0 4 2
0 1,0 1,0 22

0 0 2 2
1 3,1 22 0 0 3,0 1,0 22

0 0 2 2
3,0 0 3,0 3,0 22 0 0 1,0 3,0 22

0
3,0 0 3,0 3,0 12 0 0

( ) /

2 ( ) / 9 ( ) '( ) /

4 ( ) / 2 '( ) ( ) /

4 ( ) / 2 '( )

s ss
inv

s sinv inv
inv

s sinv inv
inv

sinv

s D u u

s D s s D u

s D s s D u

s D s D



       

        

      

 

   

   

   2 0
3,0 3,0 12 2 3,0 22

2 0 2 2 2 0 2
0 0 3,0 3,0 22 0 1,0 3,0 22 0 1 1,1 22

0 2 2 0 3
1 1,0 22 0 3,0 1,0 1,0 22

0 4 3 0 3
1,0

/ 2 /

2 '( ) / ( ) / 2 /

( ) / 6 ( ) /

2 ( ) 2 ( )

sinv
inv

ss ssinv inv

ss s ssinv inv

ssinv inv

D

s D s D u D D u

s D u s D u u

s u s

     

        

     

 

 

    

    

   3 2
0 1,0 22 0 0 1,0 3,0 12

0 2 0 2
22 0 1,0 3,0 12 22 3,0 3,0 1,0 12

0 2 2 0
22 0 3,0 1,0 12 0 1,0 3,

' ( ) '( ) ' ( ) /

4 ( ) '( ) / 2 ( ) /

2 ( ) '( ) / 2 '( ) ( )

inv inv inv
s s

inv
sss ss ssinv inv

inv inv
s s sinv inv

s u s s u

s s u s u

s s u s s u

     

         

        

   

    

     2
0 12

2 0 2 2
3,0 3,0 1,0 12 22 0 3,0 3,0 1,0 12

/

2 ( ) / 2 '( ) /
( )

inv
s s s sinv s u s u

continued
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  )4-ت(

2 0 2 2 0 2
3,0 3,0 1,0 22 0 1,0 3,0 22

2 0 2
0 0 1,0 3,0 0 1,0 3,0

0 2 0 4
0 1,0 3,0 1,0 1,0

( )
2 ( ) / 2 '( ) ( ) /

'( ) ' ( ) 4 ( ) '( )

' ( ) ( ) 8 ( )

inv
s s sinv inv

inv inv inv
s sssinv

inv
s s ss sinv inv

continued
s u s s u

s s u s s u

s s u s u u

         

     

   

    

   

      1,0
0 3 2 0 2 3

0 1,0 1,0 0 0 1,0
0 3 2 0 3 2

0 1,0 1,0 22 1,0 1,0
0 2 2 0 3

22 1,0 1,0 0 1,0

24 ( ) '( ) 10 ( ) '( ) ' ( )

14 ( ) ' ( ) 3 / 2 ( )

3 ( ) 16 ( ) '( )

ss
inv inv inv

s ss sinv inv
inv

s ss s ssinv inv
inv

s ss sinv inv

u

s s u u s s s u

s s u u s u u

s u u s s u

    

   

   

    

     

     2
1,0

0 2 2 2 0 2
0 1,0 1,0 3,0 3,0 1,0

0 2 0
0 1,0 3,0 22 0 3,0 3,0 1,0 12

0 0
22 0 3,0 3,0 1,0 12

30 ( ) '( ) 4 ( )

3 ( ) ' ( ) 10 ( ) '( ) /

2 ( ) '( ) / 2

sss
inv

s ss s sssinv inv
inv inv

ss s ssinv inv
inv

ss sinv inv

u

s s u u s u

s s u s s u

s s u

    

        

      



     

    

    2
3,0 3,0 1,0

0 0 2
22 0 3,0 3,0 1,0 12 22 3,0 3,0 1,0 12

0 2 0 3 2 3
22 0 1,0 3,0 12 0 1,0 22

0 2 0
22 0

( )

4 ( ) ' ( ) / 4 ( ) /

' ( ) ( ) / 8 ( ) '( ) /

3 ( ) ( ) '( )

ss ss
inv

s s s sssinv inv
inv inv

s sinv inv
inv

inv

s u

s s u s u

s s u s s u

s N s s

 

          

        

  

 

     

   

 3 0 2 2 0 2 2
1,0 1,0 3,0 3,0 1,0

2 2 0 4 2 0 3 0 3
0 1,0 3,0 1,0 1,0 22 1,0

0 2 3 0 3
22 0 1,0 22 0 1,0

( ) 2 ( )

2 '( ) 2 ( ) ( ) '( )

3 / 2 ( ) '( ) 2 ( ) '( ) 4

s ssss s ssinv inv
inv

ss s ssss sinv inv
inv inv

s sinv inv inv

u s u s u

s u s u u s N s u

s s u s s u

   

    

      

     

      

     0 3 3
0 1,0

2 0
0 3,0 3,0 1,0 0 3,0 3,0 1,0
0 2 0 2 2

0 3,0 3,0 1,0 1,0 3,0 12
0 2 2 0 2

22 3,0 1,0 12 22

( ) '( )

2 '( ) 2 ( ) '( )

4 ( ) ' ( ) ( ) /

2 ( ) / ( )

inv
s

inv inv
s s ss sinv

inv
s s ssinv inv

s ss ssssinv inv

s s u

s u s s u

s s u s u

s u s u



      

       

     



     

    

     2
1,0 3,0 12

2 2 2 0 2 2
22 0 1,0 3,0 12 1,0 3,0 22

0 0 4 2 2
0 3,0 3,0 1,0 1,0 1,0 22

0 3 0 2 0 2
22 1,0 1,0 0 3,0

/

2 '( ) / ( ) /

10 ( ) '( ) 6 ( ) /

3 ( ) ( ) 2 ( ) '( )

inv
ss ssinv

inv
s ss s ssinv inv

inv
s ss s sinv inv

s u s u

s s u s u u

s N s u u s s

 

       

      

    

   

     

      1,0u

 

  

  )5-ت(

(3) 2 0
0 1 3,1 32 0 2 3,0 32 1 3,0 32 1 1,1 226

0 0 0
2 1,0 22 1 1,1 32 2 1,0 32

0 0 0 2
1 1,1 12 2 1,0 12 3,0

( ) = 2 / 2 / / ( ) /

( ) / ( ) / ( ) /

( ) / ( ) / 2 ( )

sEq inv

s s sinv inv inv

s sinv inv inv

RHS O D D D D D s D u

s D u s D u s D u

s D u s D u s

        

        

       

   

     

     0 1,0 12
0 2 0 3 2

3,0 0 1,0 22 1,0 0 1,0 12
0 3 2 0 3 2

1,0 0 1,0 32 1,0 0 1,0 22
0 2 2 0 2 2 2

3,0 0 1,0 12 3,0 0 1,0 22

/

2 ( ) / 3 / 2 ( ) /

3 / 2 ( ) / 3 / 2 ( ) /

( ) / ( ) / 2 / 3

s

s s sinv inv

s s s sinv inv

s sinv inv

D u

s D u s u D u

s u D u s u D u

s D u s D u



     

     

       



    

     

     3
3,0 22

0 2 2 2 0 2 2 0 2 2
22 3,0 1,0 12 3,0 1,0 22 3,0 1,0
2 0 2 2 0

3,0 1,0 12 22 0 3,0 1,0 1,0 12
2 3 2 2 0

3,0 12 0 3,0 1,0

/

( ) / ( ) / ( )

( ) / 2 ( ) '( ) /

2 / 3 / '( ) 2

ss s ssinv inv inv
inv

s s ssinv inv
inv

s inv

s u s u s u

s u s s u u

s u



         

        

     

     

    

    0 3,0 1,0 1,0
2 2

22 0 3,0 1,0 12

( ) '( )

'( ) /

inv
s ss

inv
s

s s u u

s u

 

   

 

 

 

  

  )6-ت(

(3) 2
0 2 1,0 22 1 1,0 22 0 1 1,1 22 2 3,0 2211

2 2 2
1 3,1 3,0 0 1,0 22 1,0 0 1,0 22 22

2 2 2
3,0 0 3,0 0 1,0 22 1,0 0 1,0 22 0 3,0 1,0 22

3,

( ) = 2 / / 2 / 2 /

2 1 / 2 / 2 / /

2 / / /

1 / 2

s s sBC

s s s

s s s s

RHS O D D u D u D D u D

D D u u D u

D D u u D u D u

     

     

      



      

     

      

 2 2 3 2 3
0 1,0 1,0 1,0 0 1,0 0 1,0

2 2 2 2
0 3,0 1,0 0 3,0 1,0 3,0 1,0 22

2 2 3 2 2
0 1,0 1,0 1,0 22 0 3,0 3,0 22 1,0

2 ' ( ) 2 '( )

1 / 2 ' ( ) '( ) 1 / 2 /

6 '( ) / /

inv inv
sss s ss s s

inv inv
s ss s

inv
s ss s s sss

u u u s u s u

s u s u u

s u u u D u u

 

      

      

       

     

         1,0

 

  

(3)  )7-ت( 2 2 2 3
3,0 1,0 1,0 1,0 0 3,0 1,0 0 1,012( ) = 1 / 2 1 / 2 '( ) '( )inv inv

ss s ss s sBCRHS O u u u s u s u            
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  هاي سکولار پارامترهاي استفاده شده در ترم -ثپیوست 

  )1-ث(

1 1 1 1
2 0 0 0 2

, 1, 1, 6, 6, 32 111 1, 112 1, 1, 1, 1,
0 0 0 0

1 1 1
0 0 0

16 1, 6, 1, 6, 61 6, 1,
0 0 0

1= [ / ]d , = [ ]d , = [ ( ')( ')]d ( [ ( ' )]d )
2

= [ ( ') ]d ( [ ( ')]d ), = [ ( ')]d ,

k k k k k k k k k k kinv inv inv

k k k k k kinv inv inv

s s s s

s s s

               

          

 



   
  

1
2

66 6,
0

= [ ]dk s 
 

 

  )2-ث(

1 1 1
0 2 0 2 0 3 0 2

1 1 1, 6, 1, 1 1 1, 1 2 1, 6, 6,6,
0 0 0
1 1 1

0 3 2 0 2 2 0 4
1 2 1, 6, 1, 1 1 1, 1, 6, 1 1 1,

0 0 0

= [ ( ') ( ') ]d , = [ ( ') ]d , = [ ( ')]d ,

= [ ( ')( ') ]d , = [ ( ' ) ]d , = [

b k k k d k d k k kinv inv inv k inv

b k k k c k k k a kinv inv inv

s s s

s s

              

            

  
   2

1, 1,

1 1 1
0 3 2 0 0 2 0 2 2

1 2 1, 1, 1, 1 2 1, 6, 1, 1 3 1, 1, 6,
0 0 0
1 1

0 2 2 0 2
1 4 1, 6, 1, 1 5 1,

0 0

( ') ( ' )]d

= [ ( ' )( ') ]d , = [ ( ' ) ( ')]d , = [ ( ' ) ]d ,

= [ ( ') ( ' )]d , = [ (

k k

a k k k c k k k c k k kinv inv inv inv

c k k k c kinv inv

s

s s s

s

 

               

        



  



  
  1, 6, 6,

1 1
0 3 0 3 0 3 0 2

1 3 1, 1, 1 4 1, 1, 1,
0 0
1 1

0 4 2 0 3
1 5 1, 1, 1, 1 3 1, 6, 1, 1,

0 0

1 6
0

' )( ') ]d ,

= [ ( ' )( ') ]d , = [ ( ')( ' )( ') ]d ,

= [ ( ' )( ') ]d , = [ ( ')( ' )]d ,

=

k k k

a k k a k k kinv inv inv inv

a k k k b k k k kinv inv

a

s

s s

s s

 

          

          





 

 

 
 

1 1
0 4 0 2 0 2 2

1, 1, 1, 1, 1 7 1, 1, 1,
0

1 1
0 0 0 2

1 6 1, 6, 6, 1, 1 7 1, 6, 6, 1,
0 0
1

0
1 8 1,

0

[ ( ')( ' )( ' )]d , = [ ( ') ( ') ( ' )]d ,

= [ ( ')( ' ) ( ')]d , = [ ( ' ) ( ' )]d ,

= [ (

k k k k a k k kinv inv inv

c k k k k c k k k kinv inv inv

c k inv

s s

s s

          

            

  

  

  

 
 


1
0 0 3 0 2

6, 6, 1, 1 8 1, 1, 1,
0

1 1
0 3 0 2 0 0

1 9 1, 1, 1, 1 9 1, 6, 6, 1,
0 0

1
0 3

1 10 1, 0 1,
0

')( ') ( ' )]d , = [ ( ')( ')( ' ) ]d ,

= [ ( ')( ')( ' ) ]d , = [ ( ' )( ') ( ')]d ,

= [ (

k k k a k k kinv inv inv

a k k k c k k k kinv inv inv inv

a k kinv

s s

s s

N

         

            

   

 

 


 


1
2 0 2 2

1, 1 11 1, 1, 1,
0

1 1
0 2 0 0 3 0 3 0 2

1 12 1, 1, 1 13 1, 1, 1,
0 0
1

0 2 2
1 10 1, 6, 1, 1 11

0 0

') ( ' )]d , = [ ( ') ( ' )]d ,

= [ ( ')( ' )( ') ]d , = [ ( ' )( ') ( ' )]d ,

= [ ( ') ( ' )]d , =

k a k k kinv

a k k a k k kinv inv inv inv inv

c k k k cinv

s s

s s

s

     

           

     

 

  




 


1
0 0 2

1, 6, 1,

1 1
0 0 2 0 0 2

1 12 1, 1, 6, 1 13 1, 6, 1,
0 0
1 1

0 4 3 0 0 2
1 14 1, 1, 1 14 1, 6,

0 0

[ ( ')( ' ) ( ')]d ,

= [ ( ')( ' ) ]d , = [ ( ' ) ( ' )]d ,

= [ ( ' ) ]d , = [ ( ')( ') (

k k kinv inv

c k k k c k k kinv inv inv inv

a k k c k kinv inv inv

s

s s

s

    

           

         



  




 
  1,

1 1
0 0 3 3 0 2

1 15 1, 1, 1 15 1, 6, 6, 1,
0 0
1 1

0 2 0 3 0 2 0 3
1 16 1, 0 1, 1 17 1, 1,

0 0
1

0
1 18 1,

0

')]d ,

= [ ( ') ( ') ]d , = [ ( ') ( ') ( ')]d ,

= [ ( ') ( ') ]d , = [ ( ')( ') ]d ,

= [ (

k

a k k c k k k kinv inv inv

a k k a k kinv inv inv inv

a k inv inv

s

s s

N s s

          

         

   

 
 


1
0 3 0 3 3

1, 1 19 1, 0 1,
0

1 1
0 3 0 3 0 0 2

1 20 1, 1, 1 16 1, 6, 1,
0 0
1

0 2
1 17 1, 6, 6, 1,

0

')( ') ]d , = [ ( ')( ') ]d ,

= [ ( ')( ') ]d , = [ ( ') ( ')]d ,

= [ ( ') ( ')]d

k a k kinv

a k k c k k kinv inv inv inv

c k k k kinv

s N s

s s

s

    

          

     


 


 

 

  )3-ث(
1 1 1 1

0 3 3 3 0 4 2 0 2 2
6 1 6, 1, 6 1 1, 6 1 6, 6 1 6, 1,6,

0 0 0 0
1 1 1

2 0 2 2 2 0 0
6 2 6, 1, 6 3 6, 1, 1, 6 4

0 0 0

= [ ( ') ]d , = [ ( ')]d , = [ ]d , = [ ( ') ]d ,

= [ ( ' ) ]d , = [ ( ') ( ')( ' )]d , = [

a k k c k d k b k kinv k inv inv

b k k b k k k binv inv inv

s s s s

s s

             

            

   
   2 0 2 2

6, 1,( ') ( ') ]dk kinv s 
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  امk مود براي مؤثر غیرخطی ضریبها و   -جپیوست 

  )1-ج(

1, , 3 22 61 32 16 22 61 22 61 12

1, , 111 4 22 66 32 112 22

2, , 6 22 6 1 32 6 1 22 1 3 22 1 1 22 1 2 22 1 1 22

6 1 22 1 1 12 1 2 12 6 1 1

= / / 2 / / /
1= / / 2 /
2

3 3= / / / 6 / 2 / 6 / 9 /
2 2

2 / 2 / 6 / 2 /

k R

k i

k i a a b d d b

c d d c

C

C

C

        

     

            

       

     

   

       

    2 1 2 22 6 1 12

2, , , 2 12 12 1 1 12 1 20 12 1 1 12 1 16 12 1 17 22 6 15,
12 6 1 12 6 1 22 1 1 22 1 16 22 1 17 22 6 1 22 12

2, , , 12 1 1 12

33 / /
2

1= (2 36 48 6 12 12 4
2

6 4 6 12 12 6 ) / ( )
1= (2 4
2

b a

k R a a c c c d

b d c c c b

k R c

C 



   

            

             

   

 

       

     

   1 16 12 1 17 12 6 1 2 12 12 1 20 12 1 15, 1,
22 1 16 22 1 17 22 6 1 22 1 1 22 12

2
2, , , 1 14 12 22 1 7 12 22 22 1 18 12 1 10 12 22 1 5 12 22

1 3 12 22

4 2 2 32 24

4 4 2 2 ) / ( )
1= (12 12 12 12 24
2

6 1

c c b a a
k

c c b c

k R C c c a c c

c

C


        

         

              

  

    

   

     

  1 15 12 22 1 4 12 22 1 5 12 22 1 3 12 22 1 6 12 22
2 2
22 1 19 12 1 13 12 22 1 12 12 22 1 7 12 22 22 1 17 12 1 4 12 22

2
1 9 12 22 1 14 12 22 1 6 12 22 22 1 10

2 12 12 12 48

6 84 60 180 9 96
24 12 12 18

c c a a a

a a a a a a

c a c a

              

                 

           

   

     

    12 1 8 12 22 1 8 12 22
2

1 11 12 22 1 2 12 22 1 12 12 22 22 1 11 12 1 13 12 22 1 15 12 22
2 2
22 1 2 12 5, 22 12 6 2 22 12 6 3 22 12 6 4 22 12 22 1 12

2
22 1 15

60 144

6 6 24 18 18 24
9 2 6 12 6 24

12

c a

c c c a c a

a Cons b b b c

c

C

     

                 

               

 

 

     

     

 2 2 2 2 2 2
22 1 2 22 1 3 22 1 4 22 1 5 22 1 6 22 1 7

2 2 2 2 2 2
22 1 9 22 1 10 22 1 11 22 6 3 22 6 4 22 1 16 12
2 2 2 2
22 1 14 22 1 13 22 1 8 22 6 2 22 12

2
2, , 2

6 6 12 24 12 12
24 12 6 12 6 18

12 18 60 6 ) / ( )
=

c c c c c c

c c c b b a

c c c b

k R

           

            

         



     

     

   

  2
, , , 2, , , 1, 2, , ,k R k R k k R C      

  

  )2-ج(
2 2 2 2 2

1, , 1, 1, , 2, , 1, , 2, , 1, , 1, , 1,
2 2 2 2 2

1, , 1, , 2, , 1, 1, , 2, , 1, , 1, , 1,

= ( 2 ) / ( 4 )

= (2 ) / ( 4 )
k i k k R k i k i k R k R k i k

k R k i k i k k R k R k R k i k

    

    

        

        
 

  مدولاسیون معادلات در شده استفاده پارامترهاي -چپیوست 

  )1-چ(

3 6, =1 1, =1 4 1, =1 1, =1
0 2 3 2 0

5, 1, =1 =1 1, =1 1, =1 1, =1 6, =1 =1
2 2 0

1, =1 1, =1 1, =1 6, =1 =1 1, =1

= 2 | | , = 2( ' | ) |

6 | ( ' | ) ( ' | ) 3 | ( | ) | ( ' | )
36 | ( | ) ( ' | ) | ( ' | )( ' | )
2

k s k s k s k s

Cons k s s k s k s k s k s sinv inv

k s k s k s k s s k sinv

C C

C

   

      

     



  

  2

2 2 0 3
1, =1 6, =1 6, =1 =1 1, =1 1, =1 1, =1
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Abstract 
The nonlinear free flapping-torsional vibration of rotating beams is investigated in this paper. The presented equations are based on 
the exact geometrical formulation in conjunction with the Cosserat theory for rods. The equations of motion are reduced to the 
flapping and torsional equations of motion for symmetric rectangular beams by neglecting the shear deformation. The governing 
equations are coupled to each other with the non-homogenous boundary conditions. By employing the direct method of multiple 
scales the effective nonlinearity coefficients of nonlinear natural frequencies are extracted. After validation of the current results, the 
effects of the rotating speed on the type and the value of the effective nonlinearity coefficient of natural frequencies are examined. 
The sign of the effective nonlinearity coefficient demonstrates the softening or hardening treatment of the corresponding nonlinear 
natural frequencies. It is concluded that ignoring the flapping-torsional coupling due to the Coriolis force, for odd modes makes 
some errors in the magnitude of effective nonlinearity but the type of nonlinearity is predicted correctly. On the other hand, in the 
even modes for average to high rotation speed in addition to incorrect estimation of the magnitude of effective nonlinearity the 
different type of nonlinearity is also predicted. 
Keyword: Rotating beams, exact geometrical formulation, Coriolis force, effective nonlinearity coefficient, method of multiple 
scales.  

  
   


